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Die Lichtstreuung an kugel- und stibchenformigen
Teilchen von Wellenlangengrofle

Von Ruporr BurBERG

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Virusforschung, Tiibingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 807—819 [1956] ; eingegangen am 10. Juli 1956)

In vorliegender Arbeit sollen Auswerteverfahren fiir Streulichtmessungen entwickelt werden, die
den besonderen Gegebenheiten der Lichtstreuung an Suspensionen von groBen Viren und #hnlichem
biologischem Material angepalit sind. Dabei ergeben sich Gesichtspunkte und Ansitze, die iiber den
begrenzten Aufgabenkreis hinaus fiir Lichtstreuungsmessungen im allgemeinen von Bedeutung sein
diirften.

Die besonderen Gegebenheiten sind folgende:

1. Die streuenden Teilchen haben eine GroBe von etwa Lichtwellenldnge.

2. Die Teilchen sind nicht absorbierend.

3. In der Suspension konnen alle Teilchen hinsichtlich GroBe, Form und innerer Struktur als
gleich angesehen werden (identische Teilchen).

4. Die Teilchen sind vorwiegend Kugeln oder Stabchen.

5. Die Teilchen bestehen aus Eiweil oder Nucleinsdure und miissen meist in wéBriger Losung
untersucht werden. Fiir kompakte Teilchen ist der Brechungsindex gegen Wasser fiir Eiweil 1,20, fiir
Nucleinsdure 1,33.

6. Die Teilchen sind quellbar, weshalb ihre Dichte und ihr Brechungsindex nicht zu den bekann-
ten Grolen gehoren.

7. Die GroBe der Teilchen und der verhdltnisméBig groBe Brechungsindex ergeben ein so starkes
Streuvermogen fiir die Teilchen, dal man bei der Messung mit geringen Konzentrationen auskommt.
Die anwendbare Konzentration wird im iibrigen dadurch nach oben hin begrenzt, dafl bei zu stark
streuenden Losungen die Sekundirstreuung (die Streuung des einmal gestreuten Lichts an weiteren
Teilchen) die Intensititswerte der Primérstreuung, fiir die ausschlieflich die Formeln gelten, merk-
lich verédndert.

8. Erfahrungsgemdlf ist die Streustrahlung Jy aller N Teilchen in der Losung gleich der algebra-
ischen Summe der Streustrahlung J eines Einzelteilchens (/y=N-J). Das bedeutet, die Teilchen
besitzen bei den beniitzten Konzentrationen in der Losung einen so groflen Abstand voneinander, daf
die Wechselwirkungskréfte zwischen den Teilchen keine merkliche Abweichung von der rein statisti-
schen Verteilung der Teilchen bewirken und so intermolekulare Interferenzen nicht feststellbar sind.

Diese Erfahrung steht im Gegensatz zu der, die bei Messungen an sehr viel kleineren Teilchen
gewonnen wurde. Der Grund hierfiir ist ein zweifacher: Wiirde man bei den Streulichtmessungen an
den sehr kleinen Teilchen dieselbe Gewichtskonzentration wie bei den groferen Teilchen anwenden,
wire der mittlere Abstand der Teilchen voneinander wegen der feineren Unterteilung der Materie
geringer. Hinzu kommt aber noch, dal bei einem bestimmten Gesamtgewicht an Teilchenmaterial
die Streu-Intensitit Jy proportional dem Volumen eines Teilchens ist [siehe Gl. (8)], so dal man
bei den kleineren Teilchen eine hohere Teilchenkonzentration wihlen mufl, um den gleichen Streu-
lichteffekt zu erzielen, wie bei den grofleren Teilchen. Hierdurch wird der mittlere Abstand zwischen
den Teilchen nochmals verringert, so daf3 es zu groBleren Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
kommt, die zu intermolekularen Interferenzen fiihren. Damit wird fiir die sehr kleinen Teilchen das
Streulicht von N Teilchen kleiner als das N-fache des Streulichts von einem Teilchen (Jy < N-J).
Die unter 3, 4 und 8 genannten Bedingungen machen die Teilchen fiir Lichtstreuungsmessungen be-
sonders geeignet.

Wenn bisher Lichtstreuungsmessungen an grofleren Teilchen durchgefiihrt wurden, benutzte man
zur Identifizierung der Teilchengrofle und -gestalt die Desye-Formel [s. Gln. (3) und (4)], ohne sich
aber bei groBeren Brechungsindizes iiber Art und Grofle des dabei begangenen Fehlers Rechenschaft
abzulegen. Dieses veranlafte Verf. fiir die zwei wichtigsten Korperformen, Kugeln und Stdbchen,
Korrekturglieder zur Desve-Formel zu berechnen, die eine genauere Identifizierung der Teilchen
erlauben. — Damit ist zugleich fiir andere Kérperformen eine Abschédtzung fiir den zu erwartenden
Fehler bei Anwendung der Desye-Formel ermoglicht.

Fiir das einfallende Licht soll die Vereinbarung getroffen werden, dal die Primirwelle linear
polarisiert ist, und zwar so, daf} die Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors senkrecht auf der
Visionsebene steht, — die durch Einfallsrichtung des Primérstrahls und Beobachtungsrichtung ge-
bildete Ebene. Dadurch werden die Formeln und damit die Auswertung von MeBwerten besonders

einfach.
Die Rayleigh- und Debye-Formel den. Hierzu sollen folgende Bezeichnungen eingefiihrt
fiir beliebige Korper werden:

Die einfallende Welle sei eine monochromatische,

Bevor wir an die Streulicht-Formeln fiir die oben be- linear polarisierte, ebene Welle der Vakuumlédnge 4, der
schriebenen Teilchen herangehen, soll kurz die Streu- Ausbreitungsrichtung vy, der Schwingungsrichtung des
licht-Formel nach Ravieica und Desye behandelt wer- elektrischen Vektors €,, der des magnetischen Vektors
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9 und der mittleren Strahlungsintensitit 1. Das die
streuenden Teilchen umgebende Losungsmittel habe den
Brechungsindex n,, so dall die Wellenldnge des einfal-
lenden Lichts im Losungsmittel A"=4/n, betrigt. Die
Teilchen seien dielektrische, isotrope Teilchen mit dem
auf das Losungsmittel bezogenen Brechungsindex n, der
optischen Dielektrizitdtskonstanten ¢ = n? und dem
Volumen V. Ferner sollen die Abkiirzungen gelten:
Ae=eg—1=n*—1 und dn=n-—1.

Der Einheitsvektor der Beobachtungsrichtung (Streu-
richtung) sei vy, die Entfernung zum Beobachtungsort
betrage r und sei sehr gro} gegeniiber den Teilchen-
abmessungen und A'. Die Vektoren v, und v; schlieen
den Winkel ¢ ein, den Streuwinkel (siehe Abb. 1). Die
Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors der ein-
fallenden Welle €, stehe senkrecht auf der von v, und
v, gebildeten Ebene, der Visionsebene. Die am Beobach-
tungsort herrschende Intensitét der Streustrahlung — be-
zogen auf die Intensitdt des einfallenden Lichtes 1 und
auf ein Teilchen — sei J.

(8

streuendies Teilchen
Primdrstrahl,
Z

Abb. 1. Zur Orientierung beim Streuvorgang.

Wenn die Teilchen gegeniiber der Lichtwellen-
lange sehr klein sind, sind sie in jedem Augenblick
praktisch genommen von einem homogenen Feld
umgeben. Sie werden deshalb ebenso polarisiert wie
in einem elektrostatischen Feld. Da diese Polarisa-
tion zeitlich wechselt, wirken sie als Hertzscher Di-
pol. Die Intensitat, die ein Hertzscher Dipol im
Fernfeld ausstrahlt, fiihrt uns mit den oben einge-
filhrten Bezeichnungen zum Ravreicuschen Streu-
gesetz! fiir kleine Teilchen.

aVde \2
d= (W a) ; (1)

Die in (1) vorkommende Polarisierbarkeit a ist
ein von der Korperform bestimmter Faktor, der das
Verhiltnis von Auflenfeld zu Innenfeld nach den
Gesetzen des homogenen elektrostatischen Feldes an-

gibt. Fiir die Kugel ist
a=1/(1+4e/3) , (2)

fiir ein Stdbchen siehe die spatere Gl. (38). Fir
sehr kleines Ae ist fiir alle Korperformen a=1.
Wenn die Teilchen nicht mehr klein gegeniiber

1 Lorp Ravieich, Phil. Mag. 41, 447 [1871].
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der Wellenldnge sind, ist fir das Streulicht zu be-
riicksichtigen, dafl innerhalb des Teilchens Inter-
ferenzen auftreten. Ist der Unterschied der Bre-
chungsindizes zwischen Teilchen und umgebendem
Medium sehr gering, ist die elektrische Feldstirke
im Innern des Teilchens in erster Naherung gleich
der AuBenfeldstirke. Dann fiihrt die Mittelung iiber
alle Lagen des Teilchens im Raum zu der Desyve-
Formel 2:

J=IyR(D) (3)
mit Jo= <n;,/;f€>2 (4a)
_ sin (4 7 zi; sin (1}/2))
wnd,  Jpp)= Z Z e ;in(ﬁ/2) » k)
i

wo ¢ und j zwei Volumelemente des Teilchens, r;;
deren Abstand voneinander und z;; =r;;/A" ist; die
beiden Summierungen sind iiber alle Volumelemente
des Teilchens zu erstrecken.

Fiir ¢ =0 ist R=1. Deshalb wird J, als Vorwirts-
streuung bezeichnet. R(?) driickt die Abhéngigkeit
der Streuintensitdt vom Streuwinkel aus und wird
deshalb Streuwinkelfunktion genannt.

Ist das Teilchen sehr klein gegeniiber der Wellen-
lange, ist ebenfalls R=1, und zwar fur alle Win-
kel . Dann ist (4 a) nichts anderes als die Rav-
LeiGH-Formel (1) fiir den Fall ¢ =1, wo, wie er-
wahnt, a =1 ist.

Nach (4b) hingt der Verlauf der Streuwinkel-
funktion R mit dem Winkel ¢ von der Geometrie
des Teilchens, also von seiner Gestalt und Grof3e ab.
Will man durch Streulichtmessungen nur diese bei-
den Bestimmungsstiicke erhalten, geniigt die Mes-
sung der Streuintensitdten nach verschiedenen Win-
keln ¥ und ein Vergleich der Kurvenform der ge-
messenen Werte mit aus der Doppelsumme errech-
neten Kurven R (?) fiir in Frage kommende Korper.
Der Absolutwert der Streuintensitat ist dabei belang-
los.

Beispiele fiir Streuwinkelfunktionen sind in Abb. 2
wiedergegeben. Tridgt man R(¥) gegen ¥ auf, so
erhilt man an der Stelle ¥ =0 ein Maximum mit
waagrechter Tangente und um so steiler abfallenden
Flanken, je groBer das streuende Teilchen ist. Trigt
man R (#) statt gegen ¥ gegen sin®(¥/2) auf, wie in
Abb. 2 geschehen, wird an der Stelle ¥ =0 die Stei-
gung der Tangente ¢ von Null verschieden und steht,

2 P. DesyE, J. Phys. u. Colloid. Chem. 51, 18 [1947].
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Abb. 2. Beispiele von Streuwinkelfunktionen R (%) nach der
Desye-Theorie fiir Kugeln (ausgezogen; xk =D/1’) und Stib-
chen (gestrichelt; zst=L/1’). AbszissenmaBstab sinZ(}/2).

wie DEBYE? zeigte, in einer verhaltnismaBig ein-
fachen Beziehung zu den Abmessungen des Teil-
chens. Entwickelt man (4b) nach Potenzen von
sin?(9¥/2) , dann ist:

[x?]-dV .
.

R($) =1— 16;" F—sin?(92) £.... (5a)
Damit ist fiir die Steigung der Tangente im Punkte
}=0

fx;‘.zjdV
. 16a*vV
t=— 7 v (5b)

In der Mechanik wird der Ausdruck @:‘/. xfj 14
4

als das polare Tragheitsmoment eines Korpers be-
zeichnet. Die Steigung der Tangente an der Stelle
¥ =0 ist also proportional dem Verhiltnis von Trig-
heitsmoment zum Volumen der Teilchen. Fiir eine
Kugel vom Durchmesser D ist

4 2?
= =

- 2 mit ax=D/N .

.xK

Fiir ein diinnes Stdbchen der Lange L ist

AT aso=L/7 .

t= ) + Tt mit
Danach ergibt sich fiir eine Kugel und ein Stabchen
mit gleicher Anfangssteigung der Streuwinkelfunk-
tion die Beziehung g =3 2x/V5=1,342¢, d. h.
die Linge eines Stibchens, das die gleiche Anfangs-
steigung der Streuwinkelfunktion wie eine be-
stimmte Kugel haben soll, muf} das rund %-fache des
Kugeldurchmessers betragen.

In Abb. 2 sind zwei Paare von Streuwinkelfunk-
tionen mit gleicher Anfangssteigung fiir je eine Ku-
gel und ein Stidbchen aufgetragen. Die Kurven der
Streuwinkelfunktionen fiir alle anderen Korperfor-
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men mit dem gleichen Verhiltnis ©/V verlaufen
zwischen der Kugel- und der Stdabchenkurve.

Da bei einer Messung nicht die Vorwirtsstreuung
eines Teilchens J, gemessen wird, sondern immer
die Vorwaértsstreuung aller /V in der Losung vorhan-
denen Teilchen, /oy, wollen wir in (4a) J, durch
Jon ersetzen. Nach der in der Einleitung gemachten
Voraussetzung 8 ist Jov=NJ,, so dall fir (4a)

gilt:

Iis= (3, N7 42, (6)
2r

Ae hingt von der Zahl der Streuzentren je Raum-
einheit ab, ist daher bei quellbaren Teilchen propor-
tional der Dichte s, mit der das eigentliche Teilchen-
material, die Trockensubstanz, im Streukorper ver-
teilt ist, z. B. bei gequollenen Eiweilteilchen der
Dichte des reinen Eiweif3stoffes.

Ae = dfs,

ds (18]

Setzt man

so ist de fir ein bestimmtes Zweistoffsystem Teil-

chenmaterial — Losungsmittel (Eiweill — Wasser) eine
meBbare Konstante. Und dann ist, wenn m=V's
das Teilchengewicht bedeutet, das Produkt

VAe=%m

I (7b)

eine vom Quellungszustand unabhéngige Grofe.

Mit (7b) und Nm =G, der Gesamtmenge der
Trockensubstanz des Teilchenmaterials in der Lo-
sung, wird

NV Ae=%G und (7c)
ds

. de\2 x  de\2
= ") Nm2= (.. "5) Gm
Jox (1'2r ds) m A2r ds

7w \2 ,_ de
_ (1;2,r> Ae GV (8)

Nach (8) ist es moglich, aus der Vorwértsstreuung
bei gegebenem Teilchengewicht m die Anzahl der
Teilchen in der Losung NV zu bestimmen oder bei
gegebener Substanzmenge G das Teilchengewicht m .
Durch die gleichzeitige Bestimmung einerseits der
Teilchengestalt und GroBe und damit des Teilchen-
volumens aus der Streuwinkelfunktion (4b) und
andererseits des Teilchengewichts aus (8) erhalt
man Aufschluf} iiber den Quellungszustand des Teil-
chens.

Bei der Molekulargewichtsbestimmung von Teil-
chen im Ravreicu-Bereich ist es gleichgiiltig, ob man
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als Bezugsgrole die Intensitdt J irgendeines Streu-
winkels oder die gesamte vom Teilchen gestreute
Intensitdt S wahlt. Fir grofere Teilchen ist nach (8)
allein die Vorwirtsstreuung J,, die fiir die Teilchen-
gewichtsbestimmung geeignete Bezugsgrofle, denn
die Intensitdt bei einem anderen Winkel, und damit
auch die der Gesamtstreuung, ist von Form und
Quellungszustand des Teilchens abhingig. Als ein
gewisser Mangel fiir die Anwendung mag erschei-
nen, daf} J,, wegen des in gleicher Richtung verlau-
fenden Primarstrahles, nicht meflbar ist. Die Extra-
polation der MeBwerte auf J, ist aber bei den von
uns ins Auge gefaliten Groflen der Teilchen von
etwa Wellenlinge und bei der erwdhnten Auftra-
gung nach sin?(/2) statt nach ¥ nicht schwierig,
wenn man beim Bau der MeBanordnung dafiir sorgt,
daB bei Winkeln ¥ bis herunter zu etwa 15° noch
gemessen werden kann.

Die Lichtstreuung an kugelformigen Teilchen

Der Durchmesser der Kugel sei D. Fiir das Ver-
héltnis von Durchmesser zu Wellenldnge setzen wir
z=D/}". Dann lautet die Raviercu-Formel fiir ku-
gelformige Teilchen:

nV de 1 2 atl a® de 1 2
- rim) =) O
y="2" und D<Z.

mit

Fiir die Desve-Formeln (3) und (4) ist (s. Anm. 2)

a2 ) 23 Ae\2
Jo= (BE2LY, (10a)
3(sinz— ) |2
R('ﬁ):[ smzzszcosz]
mit z=2azxsin(¥/2) und 4e<1. (10b)

Die Losung der MaxwerL-Gleichungen gibt nach
Mie 3:

f= (2,§;r)2‘

(Am T+ B W)
m=1 ( 1 1 )
2 Pp(cos §) ,

mit 7T, = =
m almrd)
Y < .
W= — 7T, sin2 P + 7, cos D

=mcosV 7, — (m—1)a,_1;

3 G. Mg, Ann. Phys. 25, 337 [1908]. Gegeniiber Mie sind
die Hilfsfunktionen anders normiert und sind Bessersche
Funktionen eingefiihrt. Funktional- und Differentialglei-
chungen fiir die BesseLschen Funktionen und Kugelfunktio-
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P,,(cos ) = Lecenpresche Kugelfunktion;

P ’
ﬂlmili’” ~11 m I3m

Am: 4

’ & 2
n 2 I3m—1I2m I3m

, ’
B — Ilm I3 —n Ly 13m
i LA S ’
Ioy, I3y —n Iom 13m

III;IZVX']IJ(X)§ 12n1:VX7'H1)(2)(X);
]3III:V/I;XJIJ(HX); n=Vé;

X=ax= 71D ;

p=m+};

J,(X) =Bgesser-Funktion,
H,® (X) = HankeL-Funktion
=Jp(X) +i(=1)"]_,(X) ,dap=m+1.

Fir die numerische Berechnung von 4,, und B,, be-
nutzt man mit Vorteil die Differentialformel

I (X) = 2 1,(X) —1.1(X),
X

und die Abkiirzungen
o= AX;]RLI(X), : ﬂ: — XJ_”:']',(E), ®

’

Ip(X) J-p(X)
_1XJpe1(nX)
Jp(n X) ’
a, = m+H @ =) —n*aty = Jp(X) .
" ommi41) +1-nf—y (=)™ _p(X)
b= r=a . D&
T amrl—f—y (—DhmI_p(X)’
dann ist
— ip.9m B _ i, bm
Am- Lp1+iam ’ " ! 1+ibm ’

Fiir 9 =0 ist @, = w,,=1; deshalb ist

|2

YVl
= (5 S dueBay 020
oo |2
1 > (Am Am~+Bm wm) ‘
und R(¥) = _’fl_w, i (12b)
; > (Am+Bm)
| m=1 |

Das Nebeneinander von 3 Formeln fiir die Licht-
streuung der Kugel wiirde unbefriedigend sein, wenn es
nicht gelinge zu zeigen, daB die Raviere- und die

nen siehe E. Janxke u. F. Evpe, Funktionentafeln, Teubner,
1948. Tabellen fiir BesseL-Funktionen mit halbzahligen In-
dizes ebenda, ausfiihrlicher im 6. und 9. Bericht des Insti-
tuts fiir praktische Mathematik, TH Darmstadt, 1945.
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Deye-Formel mit den entsprechenden Sonderféllen der
Mie-Formel iibereinstimmen.

Um diese Ubereinstimmung fiir die RayLercn-Formel
zu zeigen, entwickelt man die 4, und By in (11) nach
Potenzen von X und vernachléssigt die Glieder mit hohe-
ren Potenzen von X gegen das mit der niedrigsten Po-
tenz von X.

Die Entwicklung von 4; beginnt mit

e—1
e+2

Ae 7% 22
T 3(1+4¢/3)°
alle anderen A4,, und B,, mit hoheren Potenzen von X,
so dal wegen 7, =w;=1 wird:
I (2’A1>2 ~ (.7‘-’ pa 1 )2
2ar 6r 1+4¢/3
in Ubereinstimmung mit (9).

Eine Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der DEeBvEe-
Formel ist, daB8 das Innenfeld in erster Ndherung gleich
dem AuBenfeld ist. Der Nachweis, der hier im einzelnen
nicht durchgefiihrt werden soll, 1dBt sich fiir die Mig-
Formel, unabhiingig von der Kugelgrofe, erbringen,
wenn man die Formel fiir das Innenfeld aufstellt und
darin ¢ — 1 gehen laBt.

Den unmittelbaren Ubergang von der Mie-Formel zur

Desve-Formel erhilt man, wenn man in (11) die Anm
und B, durch

(aA—’—"—) An  und (GP'"> An
on n=1 Cn /n=1

ersetzt. Es ist

<§§%>rz=l =—ip ; X212 (X) —Tp-1(X) Tp+1(X)],

(3n) 2(33,”,)
en n=1 on n=1

—ip 3 I(X)[2(m+1) 1y(X) ~2X Ty (D)].

(13)

(14)

Damit gelangen wir, wenn wir

JDesve = (a{\ME) An
on  /n=1

und A& =2 An setzen, entsprechend (10), (11) und (14)
zu der Formel:

9 s 5B sin Z—;az cos z
S [(34m 3B
= 7 = . 15
Z 1( 3 )":1 TTm + ( an )"=1wm ( )

m=1

Als ein vorldufiger Beweis fiir (15) und damit fiir die
Desve-Formel kann angesehen werden, daf} fiir die in
Tab. 1 angegebenen Werte z und ¢ (15) erfiillt wird.
Ein formelmiBiger Beweis fiir (15) ist Verf. nicht be-
kannt.

Fir die Identifizierung von Desve-Kugeln aus
den bei verschiedenen Winkeln ¢} gemessenen In-
tensitdtswerten sollen zwei graphische Methoden
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erwihnt werden. Einmal die gebrduchliche Methode,
bei der in ein Kurvenblatt nach Art der Abb. 2 die
fiir verschiedene z errechneten Kurven R(?¥}) und
die Mefiwerte eingetragen werden. Aus der Lage der
MeSBkurve zu der Schar der errechneten Kurven wird
dann das gesuchte z bestimmt. Dieser Bestimmung
haftet eine gewisse Unsicherheit an, weil nur fir
eine Folge diskreter z-Werte Rechenwerte vorliegen.
— Deshalb soll hier eine zweite Methode angegeben
werden, bei der eine diskrete Folge von ©-Werten
und eine kontinuierliche Folge von z-Werten ver-
wendet wird. Man lege sich fir alle Messungen auf
eine bestimmte Folge von Winkeln ¢ fest (z. B. auf
die in Abb. 3 angegebenen). Fiir diese Winkel wird
R bei verschiedenen z aus (10) errechnet und die
Kurven R (z, ) = const) in logarithmischem Maf@stab
aufgetragen, wie in Abb. 3, wo y =2 zu setzen ist.
Fir Kugeln liegen alle R-Werte auf Parallelen zur
R-Achse; andere Korperformen hingegen werden
gekriimmte Kurven ergeben.

R o
10 40

08F 5 0°
06r 75°
04r 20°

o
02 25

30°

onot
008}
006+ 45°

Qo 60°

002 0°

001
0

25 70 75 20 25

Abb. 3. Streuwinkelfunktionen R (z,¥=const) fiir Kugeln
nach Gl. (10b).

Um die gesuchten Bestimmungsstiicke z und J,
zu finden, triagt man die Mewerte auf einem beson-
deren Papierstreifen auf, der dieselbe logarithmische
Einteilung wie die R-Achse des Kurvenblattes Abb. 3
triagt?. Dann legt man den Streifen parallel zur
R-Achse auf das Kurvenblatt und verschiebt ihn so-
lange — stets parallel zur R-Achse gehalten —, bis
gleichzeitig jeder Punkt auf dem Papierstreifen, der
einem Mefwert zugehort, auf die Kurve gleichen
Winkels ¥ im Kurvenblatt zu liegen kommt.

4 Wegen der logarithmischen Einteilung ist es moglich, Inten-
sitditswerte J und Werte der Streuwinkelfunktion R direkt
miteinander zu vergleichen.
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Dann ergibt der Schnittpunkt der Kante des Strei-
fens mit der y-Achse des Kurvenblattes den gesuch-
ten z-Wert, die Verlangerung der Geraden R =1 auf
den Streifen den auf dem Streifen abzulesenden
Wert fir /.

Zum Schluf} der Betrachtungen iber die Kugel-
streuung soll nun gezeigt werden, wie man fir
groBere Brechungsindizes, von der Mie-Formel aus-
gehend, zu einem Auswerteverfahren gelangen kann.

In Tab. 1 findet sich eine Zusammenstellung von

R. BURBERG

Werten der Streuintensitat, die fiir eine Reihe von
Kugeldurchmessern, Brechungsindizes und Streu-
winkeln nach der Mie-Formel berechnet worden
sind >. Um die Werte besser miteinander vergleichen
zu konnen, sind nicht die Absolutwerte J aufgefiihrt,
sondern fiir den Winkel ¥ =0 der Ausdruck

- ”7]072\1;5 - JoMie
(/1’/27[7‘)2(513553 A€/3)2 n JODEBYE (16)

fiir die tbrigen Winkel die Streuwinkelfunktion

R(l?) :]n’)/]ﬂMm .

q:

R
n | X=nax L. e - e — —
| $=0° $=10° 15° | 30°  45°  60° 75 | 90° | 120° | 150° & 180°

1.0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 |1 1|
1 |1 0,994 0986 0,948 0,889 0816 0,743 0662 0533 0452 0425
2 1 0976 0,947 | 0,804 | 0614 0425 | 0270 & 0,158 0046 | 0,013 { 0,009
3 1 0946 0883 0607 0319 | 0120 0003 _ — —
41 0,907 0801 0400 0108 = 0009  — | — = | = -
5 L1 0,858 | 0,705 | 0,223 0,016 — o = = -
6 1 0.800 0,602  0.101 |~ ] - - - — | -

| |

1.1 0 0873 1 1 | 1 1 1l 1 1 I 1
1 0,939 0,982 | 0945 0,887 | 0814 0,735 | 0,660 | 0582 | 0448 0,422
2 0,982 0,945 = 0798 = 0605 0410 0268 0138 | 0032 0015  —
3 1004 | 0,944 0880 0588 0294 0099 0016 & — — — —
4 1,003 | 0901 0788 0,368 0084 0024  — N — —
5 0987 & 0.848 0686 0193 0008  — — — | - I = —
6 0969 | 0787 0,576 | 0,076 — - _ — — —
8 0.909 | 0.647 ‘
10 0837 | 0495 |

1.2 0 0760 | 1 1 1 1 1 1 11 1 |1
1 0873 | 0,989 0949 0,890 | 0818 0,740 | 0661 0527 0442 0414
2 0.961 0,942 0,789 0,587 0,387 0226 0116 0020 | — —
3. 0962 0940 0870 | 0567 0264 0078 0010 — | - —
4 0923 0894 0775 | 0342 0069 _ N — _
5 0857 0836 0661 0,164 — — - | - — -
6 | 0775 0769 | 0542 0056 _ — — | = — -
8 0,588 0,611 ‘ ‘
10 | 0402 0436 } }

- Wil | — . _

133 0 0630 1 1 1 1 B 1 1
06 | 0674 ‘ 0,978 0,924 | 0,856 | 0788 | 0,743 | 0,725
12 | 0825 | 0,920 0.728 0,521 | 0,364 | 0276 | 0,249
18 | 0902 | | 0.816 0,444 0161 | 0,040 | 0,010 | —
24 0887 0,692 0,214 o018 | — — —
3.0 | 0,862 0,532 0,050 | 0.011 & — — _
3.6 | 0768 | 0,390 0,009 ‘ - | - — —
42 | 0681 - 0,261 | = — | - — —
48 | 0603 0144 | | - | - | - — —
54 | 0495 | 0,078 - | — | = — -
60 | 0397 | 0,034 -~ - | = — s

Tab. 1. Nach der Mie-Formel berechnete Werte fiir verschiedene Brechungsindizes und Kugelradien.

Jo

9= G2 arXp?

nach (16);

Iy

R=
Jo

Die Werte fiir n=1,0 sowohl nach der Desye- wie nach der Mie-Formel [vgl. GL. (15)]. Die Werte fiir n=1,1; 1,2 und 1,33
nach Gl. (12a) bzw. (12b). — Die Werte fiir n=1,0; 1,1 und 1,2 nach eigenen Berechnungen, die Werte fiir n=1,33 nach
Hov. und pe Bary b, — Waagrechte Striche bedeuten, dal die betreffenden Werte gerechnet sind, aber unter 0,005 liegen.

S H. Horw, Optik 4, 173 [1949] u. E. pe Bary, Optik 9, 321 [1952].
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Tragt man die Mie-Werte fiir R aus Tab. 1 ver-
suchsweise in das fiir DeBve-Werte geschaffene Kur-
venblatt (Abb. 3) ein, so ergibt sich iiberraschender-
weise, dal} sich auch durch diese Werte, wenn man
Abweichungen bis 1% zulifBt, senkrechte Geraden
legen lassen. Allerdings schneiden sie die y-Achse
an einer weiter rechts liegenden Stelle, als das
bei der Berechnung nach der Mie-Formel beniitzte
Argument z betrug (z. B. ergeben die Mie-Werte
fir x=1,59 und n=1,2 im Desve-Blatt y =1,73).
Fiir Lichtstreuungsmessungen an Kugeln sind also
die DEeBye-Streuwinkelfunktionen nach (10b) mit
z=2mysin(9/2) auch fir beliebige Brechungs-
indizes anwendbar, nur kann im Allgemeinfall
y nicht mit x = D/1’ gleichgesetzt werden wie bei den
Desye-Kugeln. Um 2 aus y bestimmen zu konnen,
vergleichen wir die durch Eintragung der Werte aus
Tab. 1 in das Kurvenblatt Abb. 3 gewonnenen y mit
den zugrunde gelegten Werten z und finden, dal} in
sehr guter Naherung die Hyperbelgleichung

80 o TR
z=y— g~ (V1+g*-1)

die z-Werte innerhalb eines Fehlers von *+1% fiir
n=1,0...1,33 und 2=0... 3,0 wiedergibt.

Da in (17) der Brechungsindex n des Teilchens
eingeht, kann im allgemeinen 2 und damit der Kugel-
durchmesser erst aus der Streuwinkelfunktion be-
stimmt werden, wenn n bekannt ist. Deshalb wollen
wir uns jetzt der Bestimmung von n zuwenden, das
bei quellbaren Stoffen ja nicht als bekannt voraus-
gesetzt werden darf.

Nehmen wir an, wir hatten an Hand der Werte
von Tab. 1 fiir ¢ eine Ndherungsformel als Funktion
von y und n aufgestellt, und es seien das Gesamt-
gewicht G der Teilchen in der Losung und de/ds
gegebene Grofen, dann ist nach (16) mit Joy, =Jo
und V =z D3/6:

NIy _Iox _ np g2 de
q q 612}
Nach (7 c) ist NV Ae = (de/ds) G; dies gibt, in (18)
eingesetzt, alle mefibaren Groflen auf eine Seite ge-
bracht und mit y? links und rechts dividiert:
Jon 6121 qa?
Guaelan 2y

In Abb. 4 sind nach der Mie-Formel berechnete

Kurven Q=qa3 d¢/y> bei konstantem n gegen ¥

(17)

(18)

(19)

5 Fiir die Moglichkeit, einen Teil der Rechnungen auf der
elektronischen Rechenmaschine G 1 des Max-Planck-Insti-
tuts fiir Physik, Gottingen, durchfiihren zu konnen, méochte
ich an dieser Stelle nochmals danken.
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aufgetragen, wobei n von 1,00 bis 1,20, in Schritien
von 0,02, geht (n=1,20 gilt fiir kompaktes Eiweifl
in wiésseriger Losung). Bei einer Lichtstreuungs-
messung an Kugeln erhélt man durch die Intensitats-
messung bei verschiedenen Winkeln # mit Hilfe der
Kurven von Abb. 3 y und /oy, damit Q aus der lin-
ken Seite von (19). Dem Wertepaar Q) und y ent-
spricht ein Punkt in Abb. 4, fiir den aus der Kurven-
schar — gegebenenfalls durch Interpolation — das
zugehorige n bestimmt werden kann. Damit erhalten
wir

Ae=n>—-1,
z nach (17) und damit den Kugeldurchmesser
D=z,

das Kugelvolumen
y_aD _aai)
6 6
die Dichte der Teilchensubstanz nach (7a) zu

s= dsAs,
de

’

(20)

das Teilchengewicht

a(x i) ds Ae
6 de '

m=Vs=

108
106
orr 104
102
0 X 100 | X y
0 05 10 15 20

Abb. 4. Die Funktion Q(y) = (g #3/y3) de¢ nach Gl. (19) fiir
verschiedene n .

Fiir die Auftragung der Kurvenschar in Abb. 4 stehen
zundchst nur die Werte nach Tab. 1 fiir n=1,0; 1,1 und
1,2 zur Verfiigung. Um die Werte fiir die dazwischen
liegenden Kurven zu erhalten, ohne die Werte alle nach
der Mie-Formel berechnen zu miissen, kann man auf fol-
gende Weise zu einer Interpolationsformel gelangen:

Man triagt die Werte fiir n=1,0; 1,1 und 1,2 fiir den
Ausdruck f=1/q - y3/23 gegen y auf (siehe Abb. 5), wo-
bei die Werte fiir ¢ aus Tab. 1 entnommen werden. Man
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erhidlt so Punktfolgen, durch die sich zwanglos Parabeln
von der Form
f=Uo—b) + 5 (y—a)? (21)

legen lassen. Fiir y =0 ist f=/f,=1/a®= (1 + 4¢/3)? ent-
sprechend Formel (9).

Wie aus Abb. 4 zu ersehen ist, werden mit fallendem
n die Parabeln immer flacher und der Scheitelpunkt
riickt nach rechts, um fiir n — 1 in die Gerade f=1 iiber-
zugehen. Dem entspricht fiir a und b, die die Koordina-
ten des Scheitels und die Offnung der Parabel bestim-
men, als einfachster Ansatz

a=c,+cy/An und b=cy An (22)

mit ¢; =0,414, ¢,=0,051; c¢3=0,62 . Damit werden die
Werte von f, die mit den aus Tab.1 entnommenen
q-Werten errechnet worden sind, mit einer Genauigkeit
von *1% erfiillt. Bei Bekanntwerden von Mie-Werten
fiir dazwischen liegende n wird es sich vielleicht als not-
wendig erweisen, an den Bestimmungsgleichungen fiir
die Konstanten ¢ und b kleine Korrekturen vorzuneh-
men. Dabei diirften aber bei der Kurvenschar Q(y) in
Abb. 5 keine wesentlichen Anderungen eintreten.

-1

18
16} /

14

o .y

e 05 0 g 207

Abb. 5. Die Funktion f(y) =1/g* (y/x)?
fiir n=1,0; 1,1 und 1,2.
Kreise: nach der Mie-Theorie berechnete Werte.
Ausgezogen: nach Néaherungsformel (21).

Ob die Niherungsformel (17) auch noch fiir einen
grofleren Bereich 4n und z als den angegebenen gilt
oder sogar Allgemeingiiltigkeit besitzt, kann erst an
Hand eines groBeren Zahlenmaterials als dem vorlie-
genden entschieden werden. Die Néherungsformel (21)
gilt jedenfalls nur fiir den, allerdings in vielen prakti-
schen Fillen sehr wichtigen Wertebereich y=0...2
undn=1...12bzw.y=0...3und n=1,0...1,1; fiir
dariiber hinausgehende Werte 2 und n nicht mehr.
AuBlerdem soll darauf aufmerksam gemacht werden, daf3
sich die hier durchgefiihrte Zuriickfithrung der Mie- auf
die DeBve-Formel nach (17) nur fiir die Werte zwischen
=0 und der Stelle des ersten Minimums bezieht
(Werte des Hauptmaximums). Fiir groflere Winkel
besteht bei Kugeln eine praktisch vollstindige Aus-
I6schung (vgl. Tab. 1) ; die in diesem Bereich befindli-
chen Nebenmaxima der tibrig bleibenden Reststreustrah-
lung sind intensitatsmédflig so schwach, daf} sie bei den
eingangs erwidhnten Versuchsbedingungen unter der
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Grenze des MeBbaren liegen. Ihre GriBe und Verteilung
héngt im iibrigen sehr individuell vom Brechungsindex
ab, so daB sich eine einfache Beziehung zu den Neben-
maxima der Desye-Kurve nicht mehr ableiten 148t.

Die Lichtstreuung an diinnen, stibchenférmigen

Teilchen

Ein Stdbchen soll hier als ,diinn“ gelten, wenn
die Abmessungen des Querschnitts klein gegeniiber
der Wellenldnge sind. Im folgenden sollen uns aus-
schlieBlich solche diinne, stdbchenformige Teilchen
beschaftigen.

Fiir Stibchen, deren Linge L klein gegentiber der
Wellenlinge A" ist und deren Querschnittsabmes-
sungen wiederum klein gegeniiber der Linge des
Stdbchens sind, lautet nach (1) und der spiteren
Gl. (38) die Ravreicu-Formel:

e (;,;As)z sl LIRS L 5 YT
LT

fiir die DeByE-Formel (3) ist

Ry =gt s g1
)

mit a=4azsin($/2); z=L/¥, (24 a)

a

dtz bedeutet.

wo Sia den Integralsinus f 51;”

0
Fiir sehr grole a (etwa a>6) geht (24 a) iiber in
R®) =" (1_ l). (24b)
a Ta
In Abb. 6 sind Kurven R (z, ¥ = const) aufgetragen,

wobei ¥y =z zu setzen ist, wie bei den Kurven fiir

Kugeln in Abb. 3.

R
10 $:0°
09 | \ o
o8k 10
o7t 75°
067 2°
05r 25°
04t 30°
03t 45°

60°
02+ 9050
o0
%500

o1 S X o

0 05 0 5 20 25 30 35 40

Abb. 6. Streuwinkelfunktionen R (z,#=const) fiir Depye-

Stiibchen nach Gl. (24 a).




LICHTSTREUUNG AN TEILCHEN VON WELLENLANGENGROSSE

Wie schon gezeigt?, gelingt es fiir einen Fall,
nimlich den unendlich langen Kreiszylinder beliebi-
gen Durchmessers, die Voraussetzung fiir die DeBYE-
Formel zu bestdtigen, daf} fiir ¢ — 1 das Innenfeld
gleich dem Aufenfeld wird.

Fiir beliebig groBles 4e¢ fehlt im allgemeinen eine
Losung der Maxwert-Gleichungen, wie wir sie fiir
die Kugel in der Mie-Formel besitzen. Wir wissen
nur, dal fiir sehr kleine Stibchen (Rayvreicu-Teil-
chen) sich die Innenfeldstirken zu den AuBenfeld-
stairken wie in der Elektrostatik verhalten und daf}
dasselbe auf Grund der Losung der MaxweLL-Glei-
chungen fiir die mittlere Innenfeldstirken des un-
endlich langen diinnen Zylinders gilt?. Wegen der
Giiltigkeit derselben Beziehung sowohl bei dem sehr
kleinen als auch dem unendlich langen Stab ist die
Annahme naheliegend, dal} diese Beziehung auch fiir
das diinne, aber endlich lange Stabchen gilt, daf3
sich auch hier die mittlere Innenfeldstirke zu der
Aullenfeldstirke wie in der Elektrostatik verhalt.
Diese Annahme soll der Ausgangspunkt zu einer
Theorie der Lichtstreuung an diinnen Stibchen sein.

Wenn bedeutet:

@, = elektrische Feldstirke der einfallenden
Welle,

&, = elektrische Feldstirke der Welle im Innern
des Stdbchens,

Index a =Richtung der Stabachse,

Index b =eine Richtung senkrecht zur Stabachse
(Rotationssymmetrie vorausgesetzt)

und fiir die Komponenten der Ansatz gemacht wird:

Es,=a|Ey, mit der Polarisierbarkeit
1

o = —— S
"= My de (25)
. 1
Eeop = E ==
sgp=0a | Lyp mit a | 1+MLA5’

dann ist nach der Elektrostatik fiir gestreckte Rota-

tionsellipsoide mit der Exzentrizitit e= 11— (b/a)>
(a=groBle, b=kleine Halbachse) (s.Anm.8):

1 1—e?; 1+e 1 .
M= (11" mEe), My —1-2M 5 (26a)
insbesondere fiir a > b:

M_L=~;-, M, =0 und damit o) =1,

1 (26b)

= 1+de2”

7 R. Bursere, Z. Naturforschg. 11a, 800 [1956].
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Um nun zu einer Streuformel fiir regellos im
Raum orientierte Stabchen zu gelangen, bestimmen
wir zunachst fiir eine beliebige, aber feste Lage des
Stabchens im Raum die mittlere Feldstarke des
elektrischen Innenfeldes [s. (27)], daraus das in
jedem Volumelement des Stabchens induzierte Di-
polmoment [s. (28)] und daraus den Beitrag, den
das Dipolmoment eines solchen Volumelements zur
Feldstirke des ausgestrahlten Lichts am Beobach-
tungsort liefert (31). Durch Summierung der Feld-
starkenbeitrdge aller Volumelemente des Stébchens,
wobei die Phasenunterschiede zu beriicksichtigen
sind, erhalten wir die Gesamtfeldstarke des Streu-
lichts am Beobachtungsort (32) bzw. aus dem
Quadrat der Feldstirke die Intensitdt des Streu-
lichts (33). AnschlieBend wird, unter Beibehaltung
der Beobachtungsrichtung, iiber die Streuintensiti-
ten aller Lagen des Stdbchens im Raum gemittelt

[(34) und (36)].

Die Orientierung der einfallenden Welle ist, wie bei
Abb. 1, durch die Einheitsvektoren €,, §), und v, ge-
geben. In das Stdbchen werde ein korperfestes Dreibein
von Einheitsvektoren i, i, £ so gelegt, daB £ in Richtung
der Stabachse weist, i, das wie | senkrecht auf der Stab-
achse steht, in die von €, und t gebildete Ebene zu lie-
gen kommt (vgl. Abb. 7 a). Lings der Richtung £ legen

b

Abb. 7. Orientierung eines Stibchens beim Streuvorgang.
a) in Schrigsicht, b) von oben gesehen. (y=1/2)

wir eine z-Achse mit dem Nullpunkt in dem einen Stab-
ende. Die Einheit von z sei die Wellenlinge 4. In die

8 Scueers Handbuch der Physik XV, 82 [1927].
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durch v, und v, gebildete Visionsebene legen wir noch
folgende Einheitsvektoren (siehe Abb. 7b):

1w = Winkelhalbierende des Streuwinkels
E’ = Schnitt mit der von €, und f gebildeten Ebene,
n=Normalenrichtung zu v, .

Weiter fiithren wir fiir folgende Winkel eine Benennung
ein:

4(017 m) :7:0/2 ’ {(m, f’) =Y, @:(E,, E) =K.

Dann gibt die Zerlegung der AuBenfeldstirken
nach Komponenten der Richtungen i und f:

glzfl(cos,tti—i—sin/tf);

dem entspricht nach (25) ein mittleres Innenfeld

@szEAl(aJ_ cos 1+ gy sin u f) (27)
und eine Polarisation

4 A< E ; ,
By = 4i ;= Tsyfl (x| cosui+al|sinuf). (28)

Da nur die senkrecht auf der Ausstrahlungsrichtung
stehenden Dipole bei der Ausstrahlung zur Wirkung
kommen, benétigen wir fiir die Ausstrahlung die
©,)- und n-Komponente von ;.

Nach Abb. 7 ist

i =cos u &y —sinucos(y + )by —sinusin(y +y)n,
f=sin u €y + cos wcos(y +y)b; +cos usin(y +y)n
=sin 1 €+ cos wsin (y — ) Oy + cos u cos (y — ) b,.

(29)
Damit lautet die ;- bzw. n-Komponente von ¥,
an der Stelle z mit a | =a — 4o und unter Beriick-
sichtigung der Phasenverschiebung e~272(t%) | die

bei der Erregung durch den Primérstrahl gegeniiber
dem Stabende z=0 auftritt:

P3e, =P | = fi E,(a) — Aacos? u)e 127 =(t0)

P, =P (30)
= fi El Aasin p cos usin (y 4 ) e 12720

Durch die Zeichen 1 und || soll die Schwingungs-
richtung der beiden Komponenten von P zur Vi-
sionsebene gekennzeichnet werden, wihrend sich bei
a diese Zeichen weiterhin auf die Korperachse be-
ziehen.

Fir die Komponenten des elektrischen Vektors
des Streulichts am Beobachtungsort gilt entsprechend
der Ausstrahlungsbedingung des Herrzschen Dipols
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fir das Volumelement des Stibchens dV = Fdz
— wo F die Flache des Stabquerschnitts bedeutet —
an der Stelle z und unter Beriicksichtigung der Pha-
senverschiebung e'27*'®% fiir die Ausstrahlung ge-
geniiber dem Stabende z=0:

dE,| = 4”%%’&2:2%,» )

2 .
dEQH — 4-7‘ P dV ei2az(ty,)

A%r

(31)

(30) in (31) eingesetzt gibt nach (29) mit

(£ — £ ;) =cos u[cos (7 — ) — cos (7 + )]
=2sin y cos u sin y

die Komponenten der Streuwelle fiir den ganzen

Stab:
E_L_.’IAEFE
2 - EY

i 1 (a) — dacos? w)

F
.fe—izcl.-zsinycususinw dz
0

_iaVAcE

2

! (a) — da cos? u)
Azr

(32)

1—e—i4azsinycospusiny

4 7 x sin y cos u siny
mit = L/2, und entsprechend

E, = i ;/ff i Aasin ucos wsin(y + )

1—e—i4azsinycosusiny

W4ftrsin5}§s,usim/)
Die Komponenten E,| und E,| sind gleichphasig,
weshalb die Gesamtstrahlungsintensitdt gleich der
Summe der Intensititen der einzelnen Komponen-
ten ist und wir den Betrag der Strahlungsintensitat
fir jede Komponente fiir sich berechnen konnen.
Dann ist mit a =4z sin y =4 7z sin(¥/2) nach

(24a) und Jop=Jopu, = (xVAe/A2r)2 nach
(4a):
ji= l’?gJ;V =Jop(a) — Ao cos? u)?
a
6 —sonin o8 i S )
(a cos u sinp)? ’
(33)

ebenso
Ji =Jop (42)? sin? 1 cos? w sin? (y + )
.2(1—cos(acos 1 siny))

. 2
(a cos u siny)?

womit die Intensitit des Streulichts an einem be-
stimmten Beobachtungsort und fiir eine bestimmte
Lage des Teilchens im Raum berechnet ist. Wir
konnen jetzt daran gehen, iiber alle Lagen des Stéb-
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chens im Raum zu mitteln. Es ist:
F.J 2l2

JJ_:L‘/‘ /?'J_cosyd,udw

47
_Jop.
T

p=—a u=—na/2
al2

w=—a ,u=0
ebenso erhalt man
z n/2
1y =T A% [ [ (cost - cost p)sind (7 + ) !
T
p=—a u=0

Die Auswertung der Integrale in (34) wird so vor-
genommen, daBl der Bruch im Integranden nach
Potenzen von acos u siny entwickelt, jedes Glied
der Reihe mit den iibrigen Faktoren des Integranden
multipliziert, und die neu entstandene Reihe glied-
weise integriert wird. Man erhilt so eine Reihen-
darstellung des Integrals. Diese 1dft sich wieder auf
die geschlossenen Ausdriicke zuriickfithren:

j=2 aSia+cosa—1 | _a—sina
a2 ] 03 9
h— (@/3) +acosa—sina (35)
as ’
Dann ist
J1 =Jop[(a)®— oy da+ § 4a®) f
— 2ayda— 540%) g—34a2h], (36a)
. da® [(f
]H —]ODTK”Z‘ g+6h)
+ (!; —g—th)cos ?|. (36b)

Obwohl die Stdbchen nach Voraussetzung aus isotro-
pem Material bestehen, erhalten wir, da J|| £ 0 ist, eine
Polarisationsrichtung, die von der des einfallenden Lich-
tes abweicht, eine Depolarisation. Weil sie nur durch die
Form des Teilchens bedingt ist, wird sie auch Form-
depolarisation genannt. Allerdings ist die Formdepolari-
sation bei den in Frage kommenden A¢ sehr klein. In
diesem Zusammenhang soll die Frage behandelt werden,
wie sich eine stoffliche Anisotropie des Teichenmaterials
auf die Stabchenformel auswirkt: Von den moglichen
Anisotropie-Fillen werde hier nur der eine behandelt,
daB die Stiabchen einachsige Kristalle sind und die Kor-
perachse zugleich optische Achse ist. Fiir elektrische Vek-
toren parallel zur Korperachse gelte die Dielektrizitéts-
konstante ¢|, fiir Vektoren senkrecht dazu

e1=¢|(1+9)
Dann lautet jetzt die Gl. (28) :

‘133:;53[— (de) a1 cos pi+ Ae|alsin pu E)

_Ede (f‘jf“‘aj_ cos ( i+ a| sin,uf).

4n

/ (22— 2 a da cos? u + Aa® cos* 1) 1 —cosl(n cus I e wdudy ;

~~S0N(0 0GR BN
(a cos u siny)?
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(a cos u siny)?

(34)

cos pdu dy .

Damit behalten die auf (28) folgenden Gleichungen ihre
Giiltigkeit, wenn man setzt statt Ae — A¢|| und

aJ_—»‘—A—g—‘LaJ_— 146 1

Ao LT T de B~ T s —z0e 87

unter Vernachlidssigung von 0 4¢ und Gliedern hiherer
Ordnung von 0. Da O nur in ganz wenigen Fillen den
Wert 0,01 iibersteigt, ersieht man aus (37), daB die Ein-
fithrung von 0 in die Streuformeln von so geringem Ein-
flul} ist, daB} eine etwaige stoffliche Anisotropie ebenso
wie die vorher behandelte Formdepolarisation kaum die
Grenze des sicher MeBbaren iibersteigt.

Fiir den Desye-Fall (4e—0) ist aj=1; 4a=0.
Damit geht aus den Gln. (36) unmittelbar die
Desve-Formel (3) und (24) hervor.

Wie die Potenzreihenentwicklung der Ausdriicke
in (35) nach @ zeigt, haben diese fir a— 0 alle
einen endlichen Grenzwert:

. . 1 ] 1
Iim f=1; lim g= _~; lim h= _. .
a—>0f a—0 & 6 ’ a—0 30
Dann ist:

4 8
JOJ_=J0D(6{“2— 3 aHAa+ 15 Aa2>,
J 2
Joj=Jop '"lg"
Jo=4Jo + Jo (38)
=Jop (aﬁ — § ada+ fg-Acﬁ)

J da>?+2a)al +9al?
SYRTTTTT 1 -
Diese Gleichungen gelten wegen
a=4a(L/1) sin(¥9/2)
sowohl fiir ¥ =0 (Vorwartsstreuung) als auch fiir

L— 0 (Ravieicu-Fall), wovon wir in (23) schon
Gebrauch gemacht haben. (38) stimmt mit den Er-



818

gebnissen anderer Autoren fiir den Ravieicu-Fall
tiberein °.

Eine Ubersicht iiber den EinfluB der Dielektrizi-
tatskonstante auf die Vorwirtsstreuung vermittelt

Tab. 2.

n ‘ de Aa " g=Jo/lop
1,0 i 0 0 ‘ 1,0
1,1 j 0,21 | 0,095 | 0,378
|
1.2 : 0,44 ‘ 0,180 I 0,777
1,33 0,78 ; 0,280 0,668

Tab. 2. Das Verhiltnis der Vorwértsstreuung Jo von Stabchen

mit verschiedenen Brechungsindizes n zur Vorwértsstreuung

von Desye-Stdbchen gleicher Linge nach (38) mit a| =1 und
a] =1/(1+4¢/2) [s. (26b)].

Fiir etwa a>10 konnen in (35) die Glieder mit
1/a® und hoheren Potenzen gegen 1 vernachlissigt
werden. Dann kann man setzen fiir
2

7 1 1
f:—dr——?lz—; == und h=§;l—2.

Dies gibt in (36) eingesetzt:
7 3 9 a2
J1 =1l [% ((1“2 = aHAa + 3 Aaz) = 752”,] ,

] A2 (T 1Heos P 2cos
Ji=Ip a(g = 2ot

a>10. (39)

Um einen Uberblick iiber den EinfluB von Ae auf
die Streuwinkelfunktion zu gewinnen, kann man
wie bei der Kugel fiir verschiedene x und Bre-
chungsindizes n nach (36) und (38) berechnete
Werte der Streuwinkelfunktion R =J/J, als Kurven
R (¥, =const) in das Kurvenblatt fiir Desye-Kur-
ven, Abb. 6, eintragen. Als Beispiel sind in Abb. 6
die Werte fiir x=4,0 und n=1,33 als gestrichelte
Linie eingezeichnet. Fiir die Kurven R (¢}, x = const)
ergibt sich dann folgendes:

1. Die Betridge der Differenz  —y sind propor-
tional y und 4e, so dall die Kurven zu einander

dhnlich sind.

2. Die Kurvenpunkte liegen, im Gegensatz zur
Kugel, links von dem y-Wert, der gleich dem Aus-
gangswert z ist (im Beispiel links von y =4.0).

3. Die Kurven bilden nicht wie bei der Kugel
eine senkrechte Gerade. Immerhin kann man die

Teilabschnitte der Kurven in den Bereichen

9 H. A. Stuart, Die Physik der Hochpolymeren I, 350. Sprin-
ger 1952.

LICHTSTREUUNG AN TEILCHEN VON WELLENLANGENGROSSE

R=0,9...1,0 und R<0,3 als senkrechte Gerade
betrachten. Dann gilt, aus Abb. 6 abgelesen, die Be-

ziehung
r=y(1+0,134 de) fir R=0,9...1,0,

10
z=y(1+0,142 Je) fiir R<0,3. (40)

Bei sehr sorgfaltiger Messung kann man aus der
Abweichung der Kurve R (¥, =const), die durch
Eintragen der Mefwerte in das Kurvenblatt fiir
Desye-Teilchen entsteht, ¢ und damit die Dichte
des Teilchens bestimmen. Allerdings darf man von
der auf diese Weise gewonnenen /e-Bestimmung
keine zu hohe Genauigkeit verlangen, da die mog-
lichen Kurven zu nahe beieinander liegen.

Die Bestimmung des Teilchengewichts geschieht
nach (38) in gleicher Weise wie bei Gl. (8) bespro-
chen.

Zwischen den Streuwinkelfunktionen von grofle-
ren Kugeln und Stibchen besteht bei der Seitwirts-
streuung ein prinzipieller Unterschied. Man erkennt
dies am besten, wenn man verfolgt, wie sich die
Aggregation von Desyve-Teilchen auf die Seit- und
Riickwirts-Streuung auswirkt, bei konstantem Ge-
samtgewicht G der Teilchen.

Kennzeichnend fiir die Streuwinkelfunktionen von
Kugeln mit 2>0,7 ist, dafl nach Erreichen eines
ersten Minimums nach groleren Winkeln ¢ hin eine
praktisch vollstandige Ausloschung erfolgt, wie wei-
ter oben beschrieben. Treten nun die Kugeln zu gro-
Beren, wieder kugelférmigen Aggregaten zusam-
men, so steigt entsprechend Gl. (8) die Vorwirts-
streuung Joy etwa proportional dem Teilchengewicht
an, das erste Minimum riickt zu kleineren Winkeln ¢
hin, und die bei gréeren Winkeln iibrig bleibende
Reststreustrahlung, die groflenordnungsmalig je
Teilchen unabhéngig von der Teilchengrofle ist,
nimmt wegen der Abnahme der Gesamtteilchen-
zahl N noch kleinere Werte an, so dall die Aus-
l16schung noch vollkommener wird.

Die seitliche Ausléschung des Streulichts bei gro-
Beren Kugeln ermoglicht ibrigens, bei einer Mi-
schung von zwei Sorten von Teilchen, z. B. Kugeln
und Ravieicu-Teilchen, die Daten beider Teilchen
fir sich zu bestimmen, da ja die Streuung im Be-
reich grofler Winkel ¥} nur von den Beimengungen
zu den Kugeln herriithren kann.

Fiir Stibchen, fir die 2>0,9 ist, ist bei dem
Streuwinkel ¢ =135 und groBeren Winkeln a > 10.
Dann kann man statt der Gl. (36) die Gl. (39) be-

niitzen. Gehen wir wieder zu dem mellbaren Wert
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der Streuintensitat Jy aller Teilchen tiber, miissen
wir uns die Gln. (38) und (39) mit NV multipliziert
denken.

Dann ist entsprechend (8) der in (38) und (39)
vorkommende Ausdruck NJjp~GV =GFL, wo F
die Flache des Stabquerschnitts bedeutet. Der in der
eckigen Klammer von /| in (39) stehende Ausdruck
ist in erster Linie proportional 1/a, d. h. bei einem

festen Beobachtungswinkel ¢ proportional 1/L.
Dann ist
entsprechend (38) fiir ¥ =0: Jon~GFL,

entsprechend (39) fiir groBes ¥ = const: Jox~G F.
(41)

Im Gegensatz zur Kugel besteht fiir Stidbchen bei
einem groBen Winkel ¢ keine ,,praktisch vollstin-
dige Ausloschung”. Weiterhin kann man aus (41)
entnehmen:

Bei einer Seit-an-Seit-Aggregation von Stdbchen,
wo so wenig Teilchen aggregieren sollen, dal das
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Aggregat immer noch als diinnes Stiabchen angespro-
chen werden kann, sind L und G konstant, und samt-
liche Intensitdtswerte nehmen proportional dem
Querschnitt F zu. Bei einer End-an-End-Aggregation
sind F und G konstant, die Vorwartsstreuung Joy
wachst proportional der Stabchenldnge L, wéahrend
die Seitwartsstreuung in erster Naherung konstant

bleibt.

Die hier gegebene Theorie der endlich langen, diinnen
Stabchen beruht, wie ausgefiihrt, auf einem Analogie-
schluBl von dem Verhalten der extrem langen und der
extrem kurzen Stdbchen auf das aller Stdbchenldngen.
Ob dieser Analogieschlufl berechtigt ist, oder ob es eine
Grolenklasse gibt, in der die Theorie zu keiner befriedi-
genden Naherung fiihrt, und wie grof} dann die Abwei-
chungen von der Theorie sind, das bedarf der experimen-
tellen Nachpriifung an bekanntem und gut definiertem
Stiabchenmaterial verschiedener GroBle. Entsprechende
Messungen sind in Vorbereitung.

Herrn Prof. Dr. H. Frieprica-Freksa und der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft danke
ich fiir ihre hilfreiche Unterstiitzung bei dieser Arbeit.

Zum lonennachweis mit dem Szintillations-Detektor
in der Massenspektroskopie

Von E. ScuonNaEIT

Aus dem I. Physikalischen Institut der Freien Universitdt Berlin
(Direktor: Prof. Dr. H. Lassgn)
(Z. Naturforschg. 11 a, 819—823 [1956] ; eingegangen am 9. August 1956)

Es wird ein Szintillations-Ionendetektor beschrieben, der bei speziellen massenspektroskopischen
Untersuchungen zum Nachweis sehr kleiner Ionenintensititen verwendet wurde. Die in der Arbeit
einleitend diskutierten Nachteile des Szintillations-Detektors — Ermiidung des Leuchtstoffes und
Massenabhiingigkeit der Anzeige — spielen in einem besonderen Fall der Untersuchungen keine
Rolle. Fiir den Leuchtschirm wurde silber-aktiviertes Zinksulfid verwendet. Der benutzte Photo-
multiplier vom Typ RCA 931 A konnte zur Herabsetzung des Rauschpegels gekiihlt werden. Als Bei-
spiel wird ein aus einzelnen Impulsen bestehendes Massenspektrum positiver Ionen, die bei der
Photoionisation der Luft entstanden, wiedergegeben. Die Grenze der Nachweisempfindlichkeit betrug
bei den bisherigen Untersuchungen fiir die Masse 18 (OH,*) etwa 10% Ionen pro Impuls, 1a8t sich
auf Grund weiterer Versuche jedoch noch erheblich herabsetzen.

Obwohl der Leuchtschirm zur Beobachtung von
Tonenstrahlen zu den &ltesten Nachweismitteln ge-
hort und der Szintillationszéhler heute zu einem un-
entbehrlichen Hilfsmittel der Kernphysik geworden
ist, hat die Kombination Leuchtschirm — Photozelle
(Photomultiplier) in der Massenspektroskopie bis-
her praktisch keine Bedeutung gewonnen. Bekannt
ist eine Arbeit von Ricaarps und Havs!, in der die
Verwendung eines Szintillations-Tonendetektors zum
Nachweis sehr kleiner Ionenimpulse in einem Mas-

senspektrometer beschrieben wird. Die beiden fol-
genden Griinde geben wohl die Erkldrung dafiir,
daB diese Methode bei massenspektrometrischen
Untersuchungen keinen Eingang gefunden hat:

1. Alle gebrduchlichen Leuchtsubstanzen zeigen
unter Ionenbeschufl eine mehr oder weniger starke

1 P.J.Ricuarnps u. E. E.Havs, Rev. Sci. Instrum. 21, 99
[1950].



